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On de montre que la hauteur the^ta des jacobiennes des fibres de la construction
de Kodaira s’exprime comme une hauteur sur la courbe de base. On utilise la
hauteur the^ta d’une varie te abe lienne sur un corps de nombres introduite par Bost
et David qui prouvent qu’elle est comparable a la hauteur de Faltings. Par suite
notre re sultat a pour conse quence qu’une version effective de la conjecture de
Shafarevitch (borne pour la hauteur de Faltings) entrai^ne Mordell effectif. Dans
cette optique on donne la construction de Kodaira sous sa forme la plus explicite
et on de crit une comparaison de la hauteur construite avec une hauteur donne e a
priori.  1999 Academic Press
Mots-clefs: hauteurs; courbes; varie te s abe liennes; Jacobiennes.
We prove that in Kodaira construction a height on the base curve is described
by the theta height of the jacobians of the fibres. We make use of theta heights as
introduced by Bost and David who prove a comparison with Faltings’ height.
Therefore our result shows that a suitable effective version of the Shafarevich con-
jecture (a bound for Faltings’ height) implies an effective Mordell. We give a
Kodaira construction with effectivity precisions and also provide a comparison
between the above height and any given height on the curve.  1999 Academic Press
Key Words: heights; curves; Abelian varieties; Jacobians.
1. INTRODUCTION
Lorsque Faltings de montre la conjecture de Mordell en 1983 [F], il
e tablit en fait (gra^ce notamment a la conjecture de Tate qu’il prouve
e galement) la conjecture suivante due a Shafarevitch:
soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places finies
de K et g un entier; l ’ensemble des classes d’isomorphie de varie te s
abe liennes sur K de dimension g et ayant bonne re duction en
dehors de S est fini.
Article ID jnth.1999.2411, available online at http:www.idealibrary.com on
287
0022-314X99 30.00
Copyright  1999 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
Il e tait alors connu depuis les travaux de Parshin (voir [Pa], ou il de mon-
tre la conjecture initiale de Shafarevitch sur les courbes dans le cas des
corps de fonctions) que l ’e nonce ci-dessus entrai^ne la conjecture de
Mordell [Mo]:
une courbe projective, lisse, de genre g2 sur un corps de
nombres n’a qu’un nombre fini de points rationnels.
Ce the ore me de Faltings (rede montre en 1990 par Vojta [Vo] a l ’aide de
me thodes tre s diffe rentes, apparente es a l ’approximation diophantienne,
reprises plus simplement par Bombieri [Bom]) pose des questions d’effec-
tivite . Elles sont de deux types selon que l ’on cherche une borne pour le
cardinal de C(K ) ou pour la hauteur de ses e le ments. Cette seconde ver-
sion, plus forte, permettrait dans le cas d’une courbe donne e de de terminer
tous ses points rationnels. C’est ce proble me que nous de signerons ici par
‘‘Mordell effectif.’’ On en trouve des e nonce s divers dans [SPC, expose IV]
ou il est montre que cette conjecture est essentiellement e quivalente a la
conjecture du discriminant de Szpiro et a la conjecture abc (voir aussi
[E; SPC, Expose I]).
Dans cet article on donne une construction permettant de de duire
Mordell effectif d’une (hypothe tique) version effective de la conjecture de
Shafarevitch. Pre cisons tout d’abord ce que l ’on entendra par la ; sachant
qu’a hauteur de Faltings borne e il n’y a qu’un nombre fini de classes
d’isomorphie de varie te s abe liennes (sur un corps de nombres fixe et de
dimension fixe e), il est cohe rent d’appeler ‘‘Shafarevitch effectif ’’ un e nonce
donnant une borne effective de hFal(A) lorsque A est une varie te abe lienne
sur un corps de nombres K, de dimension g et ayant bonne re duction en
dehors d ’un ensemble S.
Examinons ensuite comment la conjecture de Mordell se de duit de celle
de Shafarevitch. En suivant [MD] on distinguera deux de marches, dites
respectivement constructions de Parshin et de Kodaira. En premie re
approche l ’ide e commune est la suivante: il s’agit, une courbe C de genre
g2 e tant fixe e, de ba^tir une application a fibres finies
P # C(K ) [ XP
ou XP est une courbe sur k(P) de genre # et ayant bonne re duction en
dehors de S, e tant entendu que # et S doivent e^tre inde pendants de P. Si
cela est re alise la conjecture de Shafarevitch assure que les varie te s abe lien-
nes Jac(XP) pour P # C(K ) sont en nombre fini modulo isomorphisme (car
elles sont sur K, de dimension # et de bonne re duction hors de S). Par le
the ore me de Torelli, il en est de me^me des courbes XP et, puisque l ’application
ci-dessus est a fibres finies, l ’ensemble C(K ) est fini.
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L’ide e fondamentale de ce travail est d’utiliser une construction du type
de crit ci-dessus pour fabriquer l ’application
C(K )  R
P [ hFal(Jac(XP)).
En effet il est patent qu’un Shafarevitch effectif entrai^ne que cette fonction
est majore e sur C(K ). Alors, si cette application de rivait d ’une hauteur (de
Weil) sur la courbe C, on en de duirait bien ce que l ’on a appele un
Mordell effectif. Dans ce qui suit, nous allons remplir cette esquisse de
programme avec deux restrictions: nous remplacerons la hauteur de
Faltings par la hauteur the^ta (qui lui est comparable d ’apre s [BD], voir
ci-dessous proposition 4.1); au lieu de la me thode de Parshin nous suivrons
(voir [MD]) la construction de Kodaira qui suppose de passer par une
extension du corps de nombres et un reve^tement de la courbe C mais
pre sente le grand avantage de donner une famille de courbes (c’est-a -dire:
l ’e quivalent des XP ci-dessus seront les fibres d’une courbe relative sur un
reve^tement de C).
L’article est organise ainsi. Dans une premie re partie nous rassemblons
divers pre liminaires utilise s par la suite. Ce sont des re sultats e le mentaires
ou bien connus qu’il a simplement e te commode de regrouper pour faciliter
les re fe rences ulte rieures. Ensuite nous de crivons en grand de tail la con-
struction de Kodaira. C’est essentiellement le proce de de crit dans [MD]
mais, dans un souci d’effectivite , nous donnons autant que possible des
bornes explicites pour tous les degre s des extensions et des reve^tements qui
interviennent. La partie suivante introduit les hauteurs the^ta (en suivant
[BD]) et montre comment la construction de base peut e^tre e tendue a des
familles de varie te s abe liennes. Ceci permet l ’application a la fibration de
Kodaira et, ainsi, de de crire la hauteur the^ta des fibres comme une hauteur
(de Weil) sur un reve^tement de la courbe de de part, ce qui correspond au
but que l ’on s’e tait fixe : avec les notations qui seront introduites
C (L )  R
Q [ r2hr%(XQ)
provient d ’une hauteur sur C . De plus la preuve de crira le morphisme fini
C  Pr2#&1L qui induit cette hauteur.
Enfin on a souhaite inclure un comple ment sur les hauteurs sur les
courbes. En effet, si ce qui pre ce de doit s’appliquer a des courbes explicites,
il serait utile dans un Mordell effectif de borner une hauteur sur la courbe
fixe e dans les donne es (par exemple si la courbe est de crite comme sous-
sche ma ferme d ’un espace projectif) pluto^t que celle ad hoc (bien qu’intrin-
se que) que l ’on a introduite plus haut. Nous donnons donc un re sultat
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comparant les hauteurs induites sur une courbe C par deux morphismes
finis . : C  PnK et  : C  P
m
K . On montre la formule
h((P))(deg ) d((C)) h(.(P))+h(1, 1)(V)
qui ne pre tend pas a l ’optimalite mais a l ’avantage d ’e^tre explicite. On y
a note V l ’image ferme e de C dans PnK_P
m
K par (., ) et h(1, 1)( } ) fait
re fe rence a la the orie des hauteurs multiprojectives (ici biprojectives)
de veloppe e dans [R2]. Cette re fe rence, base e sur la the orie de l ’e limination
(de me^me que les travaux de P. Philippon [Ph]), e tudie en fait la me^me
notion que celle qui provient de la the orie d ’Arakalov et, en ce sens,
explicite une partie des re sultats sugge re s dans [BGS, 3.1.3].
Les re sultats pre sente s ici constituent une partie de la the se de l ’auteur
[R1].
2. PRE LIMINAIRES
On regroupe dans ce paragraphe divers re sultats auxiliaires dont on a
besoin dans la suite. La plupart sont bien connus mais l ’on a ta^che
d’inclure des re fe rences ou des de monstrations. Les e nonce s sont donne s
sous la forme ou ils seront utilise s qui n’est pas force ment la plus naturelle
ni la plus fine.
(a) Images directes
Lorsque X  S est un morphisme de sche mas et F un faisceau sur X, on
de signe par Fs pour s # S le faisceau image re ciproque de F par le
morphisme Xs  X.
Lemme 2.1. Soient S un sche ma nqthe rien, f : X  S un morphisme
propre et plat et L un faisceau inversible sur X.
(1) La formation de f
*
L commute aux changements de base plats.
(2) Si S est inte gre et qu’il existe un entier n tel que pour tout s # S le k(s)-
espace vectoriel 1(Xs , Ls) est de dimension n, alors f*L est localement librede rang n et la formation de f
*
L commute aux changements de base k(s)  S.
(3) Si S est inte gre, si f fait de X un S-sche ma abe lien et si Ls &OXs
pour tout s # S alors f
*
L est inversible et la fle che structurale f *f
*
L  L
est un isomorphisme.
(4) Si H 1(Xs , Ls)=0 pour tout s # S alors f*L est localement libre etsa formation commute a tout changement de base.
(5) Si f est affine, f
*
L est localement libre et sa formation commute
a tout changement de base.
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De monstration. Voir [Mi, 4.2]. Les assertions (1), (2) et (4) en
de coulent imme diatement. La dernie re est une conse quence de la
pre ce dente car si f est affine Xs est un sche ma affine donc le foncteur
H1(Xs , } ) est nul sur les faisceaux quasi-cohe rents. L’assertion (3) suit de la
deuxie me car, sous ses hypothe ses, Xs est un sche ma abe lien sur un corps
donc 1(Xs , OXs)&k(s); ceci donne bien f*L inversible et si l ’on conside re. : f *f
*
L  L on voit que ._S k(s) est un isomorphisme: en effet,
comme la formation de f
*
L commute au changement de base k(s)  S,
cette fle che co@ ncide avec la fle che structurale f s* fs*Ls  Ls qui est un
isomorphisme (car 1(Xs , OXs)&k(s) se lit fs*Ls &Ok(s)). Donc . est un
isomorphisme dans les fibres re siduelles donc il est surjectif dans les fibres;
comme c’est un morphisme entre faisceaux inversibles c’est un
isomorphisme. K
(b) Jacobienne relative et diviseur the^ta
Pour conside rer des jacobiennes en famille on utilise le foncteur de
Picard. Ce dernier est e tudie dans [NM, Chaps. 8 et 9] dont on de duit le
Lemme 2.2. Soient S un sche ma et X  S un morphisme propre et lisse,
dont les fibres sont des courbes connexes de genre au moins deux et ayant
une section = : S  X. Alors Pic0XS est un S-sche ma abe lien projectif et il
existe un faisceau inversible P sur X_S Pic0XS tel que
(=_idPic0XS)* P&OPic0XS
et, pour tout sche ma S$  S, l ’application
Pic0XS(S$)  Pic(X_S S$)
g [ (idX _g)* P
est un morphisme de groupes injectif dont l ’image est exactement le
sous-groupe de Pic(X_S S$) forme des classes d ’isomorphismes de faisceaux
inversibles L tels que (=_idS$)* L&OS$ et, pour tout Q # S$, le faisceau
inversible LQ (c’est-a -dire l ’image re ciproque de L par (X_S S$)Q 
X_S S$) est de degre 0. On appelle P faisceau inversible universel (de degre 0).
De monstration. Les fibres de notre morphisme sont lisses, connexes et
ont un point rationnel; elles sont donc ge ome triquement inte gres. La
courbe X est lisse sur S donc plate et localement de pre sentation finie. Elle
est donc projective d ’apre s [NM, 9.32] vu l ’hypothe se sur le genre. Il suit
que PicXS est un S-sche ma lisse et se pare (voir [NM, 9.31]). En utilisant
[NM, 8.43] ou [NM, 9.44] on obtient que le sous-sche ma ouvert et
ferme Pic0XS est un S-sche ma abe lien projectif. Pour de finir P gra^ce a =, on
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renvoie a [NM, 8.24] qui donne les proprie te s annonce es (par restriction
de P a Pic0XS) en combinant avec la de composition par degre de [NM,
9.31] afin de de terminer l ’image. K
Lemme 2.3. Avec les hypothe ses et notations du lemme 2.2, en supposant
de plus S inte gre, il existe un faisceau inversible N sur Pic0XS et une section
} : S  Pic0XS de telle sorte que, pour tout s # S, la fibre Ns soit le faisceau
inversible associe au diviseur the^ta sur la jacobienne (Pic0XS)s=Pic
0
Xsk(s)
de
Xs via le point rationnel =s : k(s)  Xs et }s le point de la jacobienne associe
au diviseur canonique par le me^me point. Dans ces conditions Ns de finit une
polarisation principale et on a un isomorphisme
[&1]*N& t*} N f *M
avec M inversible sur S.
De monstration. On fait la construction usuelle en famille. On associe a
la section = un morphisme h : X  Pic0XS de la fac on suivante: on conside re
sur X_S X le diviseur 2&=_X&X_= qui est de degre 0 dans les fibres de
la deuxie me projection et trivialise par rapport a la section =_idX ; on
de finit donc bien un h en imposant que L& (idX_h)* P. On de duit de h
une application du produit fibre de g&1 copies de X au-dessus de S dans
Pic0XS dont l ’image est un diviseur. Le faisceau associe N est tel qu’on le
souhaite (voir aussi [NM, p. 261]). Pour ba^tir } on conside re 01XS qui est
un faisceau inversible sur X par lissite . On sait aussi qu’il est de degre
2g&2 dans les fibres donc 0XS OX (=) 2&2g est de degre 0 dans les
fibres. Par conse quent il existe un morphisme } : S  Pic0XS tel que
0XS OX (=) 2&2g& (idX_})* P
a un faisceau provenant de S pre s. Il est clair que } a les proprie te s requises
dans les fibres. Il reste a rappeler que %&& t*}% (voir [We, Proposition 19,
p. 158]) qui donne ici la trivialite de [&1]*N (t*} N)  &1 dans les
fibres donc on conclut par l ’assertion (3) du lemme 2.1. K
Nous rappelons aussi une conse quence du the ore me du cube.
Lemme 2.4. Soit A  S un sche ma abe lien, e : S  A sa section unite ,
L un faisceau inversible syme trique sur A et r un entier. S ’il existe
un isomorphisme .: e*L&OS , alors il existe un unique isomorphisme
[r]*L&L r2 compatible avec ..
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(c) Trivialisation des faisceaux de torsion
Rappelons qu’un morphisme f : X  S est dit de degre d1 si f
*
OX est
localement libre de rang d; on dit que c’est un reve^tement e tale de degre d
lorsqu’il est de plus e tale et fini (et cela implique qu’il est surjectif).
Lemme 2.5. Soient T un sche ma connexe nqthe rien, L un faisceau inver-
sible sur T et d un entier positif. On suppose que d # 1(T, OT)_ et qu’il existe
un isomorphisme L d&OT . Alors il existe un reve^tement e tale connexe
; : T $  T de degre au plus d tel que ;*L&OT $ .
De monstration. Conside rons la OT -alge bre cohe rente
OT LL 2 } } } L d&1
ou la multiplication est de duite de l ’isomorphisme  : L d&OT . Soient
T" le T-sche ma Spec(OT L } } } L d&1) et # : T"  T la projection.
Comme #
*
OT" &OT L } } } L d&1, on a une application naturelle
L  #
*
OT" c’est-a -dire . : #*L  OT" . Je pre tends que # est un reve^tement
e tale de degre d et que . est un isomorphisme. Pour ve rifier ces deux
assertions on peut supposer T affine et L trivial. Notons T=Spec A et
a=(1) # A_. Dans ce cadre T" devient Spec A[X](X d&a) qui est
clairement e tale car (Xd&a, dX d&1)=dA=A puisque d # A_; le
morphisme . est donne sur les sections globales par l ’homomorphisme de
(A[X](X d&a))-modules
A[X](Xd&a)  A[X](X d&a)
1 [ X
qui est un isomorphisme (son inverse est la multiplication par a&1Xd&1).
En revenant au global, T" n’est pas ne cessairement connexe mais, e tant
n#the rien, il a un nombre fini de composantes connexes ouvertes et fer-
me es. On en choisit une que l ’on note i : T $  T". Le morphisme i est une
immersion ouverte et ferme e donc est e tale fini et il en est de me^me pour
;=# b i. De plus ;*L& i*#*L& i*OT" &OT $ . Enfin i*OT $ est facteur direct
de OT" donc ;*OT $=#* i*OT $ est facteur direct de #*OT" . Ce dernier
faisceau e tant localement libre de rang d, ;
*
OT$ est localement libre de rang
(constant par connexite de T ) au plus d. K
(d) Division de sections
Nous donnons un lemme pour relever les sections par un morphisme
e tale.
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Lemme 2.6. Soient T un sche ma nqthe rien connexe et f : X  Y un
reve^tement e tale de degre d entre T-sche mas nqthe riens. On suppose que
Y  T admet une section s : T  Y. Alors
(1) Il existe un reve^tement e tale connexe T $  T de degre au plus
d tel que X_T T $  T $ admette une section t au-dessus de s (c’est-a -dire
( f_T T $) b t=s_T T $)
(2) Soit i le nombre de sections de X  T au-dessus de s. On a id
et si i<d il existe un reve^tement e tale connexe T $  T de degre au plus d&i
t tel que X_T T $  T $ admette au moins i+1 sections au-dessus de s.
De monstration. On e tablit (2) dont de coule (1). On forme le produit
fibre
T" ww X
f
T wws Y
dans lequel T"  T est un reve^tement e tale de degre d: en effet f est propre,
plat et affine donc par le lemme 2.1 la formation de f
*
OX commute aux
changements de base. Il y a bijection entre les sections T  X au-dessus de
s et les sections de T"  T (par de finition de T"). Or, comme T"  T est
e tale fini, toute telle section est une immersion ouverte et ferme e. Donc, par
connexite de T, le reve^tement T" est l ’union disjointe de i copies de T et
d’un sche ma T $$$ qui est par le fait me^me un reve^tement e tale de degre d&i
de T. Cela prouve id et si i<d on peut conside rer T $ une composante
connexe de T $$$. C’est bien un reve^tement e tale connexe de T de degre au
plus d&i et si l ’on forme le produit fibre
T www X_T T $
f_T $
T $ wwws_T $ Y_T T $
on a en fait T =T"_T T $ qui comporte au moins i+1 composantes con-
nexes isomorphes (par la projection) a T $: les i produits fibre s T_T T $ et
la diagonale de T $_T T $. K
Ce re sultat nous servira principalement sous la forme suivante.
Corollaire 2.1. Soient T un sche ma nqthe rien connexe, A  T un
sche ma abe lien de dimension relative g, d un entier positif tel que
d # 1(T, OT)_ et s une section T  A. Alors
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(1) Il existe un reve^tement e tale connexe T $  T de degre au plus d 2g
tel que A_T T $  T $ admette une section t avec dt=s_T T $.
(2) Il existe un reve^tement e tale connexe T $  T de degre au plus d 4g2
tel que A_T T $  T $ admette exactement d 2g sections de d-torsion.
De monstration. On ve rifie d ’abord que [d]: A  A est un reve^tement
e tale de degre d 2g. Comme d # 1(T, OT)_, d n’est divisible par aucune des
caracte ristiques des corps re siduels des points de T et [Mi, 20.7] donne
e tale fini. De plus (par le lemme 2.1) [d]
*
OA est localement libre et sa for-
mation commute aux changements de base; en particulier le degre se
calcule dans les fibres ou il est donne par [Mi, 8.2].
L’assertion 1 de coule alors imme diatement du lemme. Pour la seconde
on tire parti de la loi de groupe. Notons Ad=Ker[d]. D’abord, si m et n
sont premiers entre eux, on a Amn(T )=Am(T )_An(T ). Par suite, par mul-
tiplicativite en d, on peut supposer d= pn avec p premier et n1. Si n=1
on applique la seconde assertion du lemme 2g fois avec le reve^tement [ p]
et la section unite . Cela donne 2g sections de Ap dont on peut supposer que
chacune n’appartient pas au groupe engendre par les pre ce dentes. Ainsi
(Fp -espace vectoriel) elles engendrent bien p2g sections. Par re currence on
suppose maintenant Card Apn(T )= p2ng et l ’on conside re Apn(T )Apn&1(T )
&F2gp puis une base de cet espace. Avec un reve^tement de degre au plus
p4g2 on peut diviser par p (premie re assertion) des repre sentants de cette
base dans Apn(T ). Il est alors clair que les sections obtenues engendrent,
avec Apn(T ), exactement p2(n+1) g e le ments de Apn+1(T ). K
De duisons encore le
Corollaire 2.2. Soient T un sche ma nqthe rien connexe, A  T un
sche ma abe lien, d un entier positif tel que d # 1(T, OT)_ et s une section
T  A d ’ordre d. Alors pour tout morphisme T $  T la section s_T T $ est
d ’ordre d.
De monstration. Raisonnons par l ’absurde. Si s_T T $ n’est pas d ’ordre
d, elle est d’ordre d $ | d. Quitte a remplacer s par d $s, on peut supposer
que d $=1 c’est-a -dire que s_T T $=e_T T $ ou e est la section unite
de A. Formons a pre sent, comme dans la preuve du lemme, le produit
fibre
e
T" A
[d]
T A
295HAUTEURS THE TA
dans lequel pour les me^mes raisons ([d] est e tale fini de degre d 2g et T est
connexe) T" est union disjointe de deux copies de T, correspondant respec-
tivement aux deux sections de d-torsions distinctes e et s, et d ’un sche ma
T $$$. Par changement de base on a un carre carte sien
e_T T $
T"_T T $ ww A_T T $
[d]
T $ A_T T $
et T"_T T $ est encore union disjointe de deux copies de T $, correspondant
respectivement aux deux sections e_T T $ et s_T T $, et de T $$$_T T $. Ceci
prouve que s_T T ${e_T T $ qui est absurde. K
3. CONSTRUCTION DE KODAIRA
Dans ce paragraphe on fait la construction de Kodaira d ’apre s [MD].
On reprend les re sultats des propositions 1 et 2 de [MD] en apportant
quelques pre cisions, notamment d ’effectivite .
The ore me 3.1. Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de
places finies de K contenant les places divisibles par 2. Soit g2 un entier
et posons #=4g&2. Notons B l ’ouvert de Spec OK obtenu en retirant les
points correspondant aux places de S et $ la valuation 2-adique de l ’exposant
du groupe fini Pic(B). Soit L l ’extension finie de K engendre e par toutes les
extensions de K de degre au plus 210g&3+$ non ramifie es en dehors de S.
Alors pour toute courbe C  K propre, lisse, connexe, de genre g, ayant
bonne re duction en dehors de S et ayant un point rationnel sur K, il existe
 une courbe C" sur L propre, lisse, connexe et ayant un point rationnel
sur L;
 un reve^tement e tale : : C"  C_K L de degre au plus 2#+1;
 un morphisme ? : X  C" propre et lisse, dont les fibres sont des
courbes ge ome triquement inte gres de genre #, qui est une fibration non
isotriviale, admet une section _ : C"  X et tel que pour tout point ferme Q
de C" la fibre XQ a bonne re duction en dehors de l ’image re ciproque de S
dans les places du corps re siduel k(Q).
De monstration. On fixe donc la courbe C  K ainsi qu’un point ration-
nel P : K  C. Soit f : V  B le mode le lisse de C; le point P s’e tend en une
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section E : B  V. Le morphisme f est propre et lisse et ses fibres sont des
courbes ge ome triquement inte gres. En particulier J=Pic0VB est un
B-sche ma abe lien (d’apre s le lemme 2.2). D’autre part 01VB est un faisceau
inversible sur V donc E*01VB # Pic(B). Notons 2
m(2n+1) son ordre dans
Pic(B) ou , par de finition de $, on a m$. On a 2 # 1(B, OB)_ car S
contient les places de K au-dessus de 2. Donc, par le lemme 2.5, il existe un
reve^tement e tale connexe de degre au plus 2$ soit B1  B tel que l ’image
re ciproque de (E*01VB)
2n+1 est isomorphe a OB1 . Chaque fois que Bi  B
sera un tel reve^tement, on notera Vi , fi , Ei , Ii et ainsi de suite les objets
obtenus par le changement de base } _B B i et de me^me pour Bi  B j en ce
qui concerne des objets de finis seulement sur Bj . Notamment on a ici
(E 1*01V1 B1)
2n+1&OB1
soit
E1*01V1 B1 & ((E 1*0
1
V1 B1
)  &n) 2
et donc E 1*01V1 B1 est un carre dans Pic(B1).
En vertu du corollaire 2.1, il existe un reve^tement e tale connexe de degre
au plus 22g soit B2  B1 de telle sorte que J2 ait une section s2 : B2  J2
d’ordre exactement 2. D’apre s le lemme 2.2 il existe un faisceau inversible
L2 sur V2 tel que E 2*L2 &OB2 , L
2
2 &OV2 mais L2 &3 OV2 . En appliquant
le lemme 2.5 on construit un reve^tement e tale de degre 2 u2 : V$2  V2 tel
que u2*L2 &OV$2 . Notons f $2= f2 b u2 : V$2  B2 . D’apre s le lemme 2.6, il
existe un reve^tement e tale connexe de degre au plus 2 soit B3  B2 tel que
f $3 admet une section E$3 : B3  V$3 avec E3=u3 b E$3 . Alors f $3 est propre,
lisse et ses fibres sont des courbes connexes de genre #2. En effet d’une
part u3 est propre et lisse et d ’autre part la formule d’Hurwitz donne le
genre puisque
2(#2)&2=4g&4=2(2g&2).
Enfin soit Q un point de B3 tel que (V$3)Q n’est pas connexe. Par conse -
quent (V$3)Q est isomorphe a l ’union disjointe de deux copies de (V3)Q ;
comme u3*L3 est trivial sur V$3 , cela implique que (L3)Q est trivial sur
(V3)Q ; enfin par le lemme 2.2 et un changement de base, ceci donne que
(s3)Q est la section nulle de (J3)Q ce qui est absurde par le corollaire 2.2.
Introduisons a pre sent le faisceau d’ide aux I3 de l ’immersion ferme e
diagonale
23 : V3YV3 _B3 V3 .
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C’est un faisceau inversible. Notre but est maintenant de transformer
(u3_u3)* I3 en un carre . Nous noterons respectivement p$3 et q$3 les
premie re et deuxie me projections V$3_B3 V$3  V$3 . Lorsque l ’on regarde
V$3 _B3 V$3 comme courbe sur V$3 via q$3 , on constate que le faisceau inver-
sible (u3_u3)* I3 sur V$3_B3 V$3 est de degre pair dans les fibres (puisque
u3 est de degre 2). Par ailleurs q$3 a une sectionobtenue par changement
de base a partir de E$3qui permet de ba^tir un faisceau inversible sur
V$3 _B3 V$3 de degre 1 dans les fibres. Par suite il existe M # Pic(V$3_B3 V$3)
tel que (u3 _u3)* I3 M 2 soit de degre 0 dans les fibres. Si l ’on applique
a pre sent le lemme 2.2 a la courbe V$3  B3 avec la section E$3 (et en pre-
nant S$=V$3), on constate qu’il existe un B3 -morphisme 3 : V$3  J$3 de
sorte que, si l ’on note P$3 le faisceau inversible universel sur V$3_B3 J$3 , on
ait
(u3_u3)* I3 M 2q3$*(E$3_idV$3)*((u3_u3)* I3 M
2)  &1
& (idV$3 _3)* P$3 .
Remarquons que (u3 _u3) b (E$3_idV$3)=(E3_idV3) b u3 . Par conse quent le
faisceau (E$3_idV$3)* (u3_u3)* I3 qui apparai^t dans l ’expression ci-dessus
se re e crit u3*(E3 _idV3)* I3 et est donc de degre pair sur V$3 (comme
B3 -courbe). Gra^ce a la section E$3 on peut a nouveau modifier ce faisceau
par un carre pour qu’il soit de degre nul et, en re appliquant le lemme 2.2
a la courbe V$3  B3 avec la section E$3 (mais en prenant cette fois S$=B3),
on obtient qu’il existe une section {3 : B3  J$3 telle que
u3*(E3_idV3)* I3 & (idV$3 _{3)* P$3  f 3$*E 3$*u3*(E3 _idV3)* I3 carre .
Il nous reste a calculer E3$*u3*(E3_idV3)* I3=E3*(E3_idV3)* I3 . Or on a
un carre commutatif (en fait carte sien):
E3
23
B3 V3
E3 E3_idV3
V3 V3_B3V3
donc E 3$*u3*(E3 _idV3)* I3=E 3* 23*I3 . Maintenant il nous suffit de
rappeler que
23*I3 &01V3 B3
et que l ’on a commence cette preuve par faire en sorte que E 3*01V3 B3 soit
un carre ! On peut donc e crire
u3*(E3_idV3)* I3 & (idV$3_{3)* P$3 carre .
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Maintenant une application du corollaire 2.1 montre qu’il existe un reve^te-
ment e tale connexe B4  B3 de degre au plus 2# (rappelons que J$4  B4
est de dimension relative #2) de telle sorte que {4=2_4 dans J$4(B4). Le
fait que l ’on ait un morphisme de groupes dans le lemme 2.2 donne
(idV$4 _{4)* P$4 & (idV$4 __4)* P$
2
4 .
En rassemblant nos re sultats on trouve que
(u4_u4)* I4 & (idV$4 _4)* P$4 carre .
Il nous reste a diviser 4 par 2. Le corollaire 2.1 ne s’applique pas mais on
peut suivre la me^me de marche quitte a s’autoriser un reve^tement de V$4 .
Tout d’abord le corollaire 2.1 montre qu’il existe un reve^tement e tale con-
nexe B5  B4 de degre au plus 2# telle que 5 b E$5=2F5 ou F5 : B5  J$5 .
Notons ensuite V"5 la composante connexe du produit fibre
5
V $5_J$5 J$5 J$5
[2]
V $5 J$5
qui contient l ’image de E$5_F5 . Le morphisme de duit de la construction
r5 : V"5  V$5 est un reve^tement e tale de degre au plus 2#. Lorsque l ’on pose
:5=u5 b r5 (qui est un reve^tement e tale de degre au plus 2#+1) on a:
(u5_:5)* I5 & (idV$5 _r5)* (u5_u5)* I5
& (idV$5 _r5)* (idV$5_5)* P$5 carre
& (idV$5 _5 b r5)* P$5 carre
&carre
puisque par construction 5 b r5 est un double (se factorise a travers [2]:
J$5  J$5).
Notre premier objectif est atteint; montrons que cela permet de
construire la fibration de Kodaira. Tout d ’abord E$5 _F5 nous donne une
section E"5 de f "5 : V"5  B5 . Ce dernier est propre et lisse et ses fibres sont
des courbes ge ome triquement connexes. Ensuite, par platitude de u5_:5 ,
le faisceau (u5 _:5)* I5 est le faisceau d’ide aux de l ’immersion ferme e
V$5 _V5 V"5  V$5_B5 V"5 car on a un carre carte sien
25
V $5_V5 V"5 ww V $5_B5V"5
u5_:5
V5 V5_B5 V5
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Remarquons que V$5 _V5 V"5 est un reve^tement e tale de degre 2 de V"5 (par
la seconde projection) et que, par ailleurs, r5 _idV"5 : V"5  V$5_V5 V"5 en est
une section. Par conse quent V$5_V5 V"5 est isomorphe a l ’union disjointe de
deux copies de V"5 . Choisissons a pre sent un faisceau L5 inversible sur
V$5 _B5 V"5 tel que (u5_:5)* I5 &L
2
5 et conside rons au-dessus de
V$5 _B5 V"5 le sche ma
X5=Spec(OV$5_B5 V"5 L5)
la loi d’alge bre e tant de duite de l ’injection L}25  OV$5_B5 V"5 qui suit du fait
que (u5 _:5)* I5 s’interpre te comme faisceau d’ide aux. On note \5 : X5 
V$5 _B5 V"5 la fle che structurale et ?5 : X5  V"5 la compose e d ’icelle avec la
deuxie me projection. On a un morphisme de OV$5_B5 V"5 -alge bres (quasi-)
cohe rentes
OV$5_B5 V"5
L5  OV$5_B5 V"5L
}2
5
et donc, en passant aux Spec, on constate que l ’immersion ferme e
V$5 _V5 V"5  V$5_B5 V"5 se factorise a travers \5 en une immersion ferme e
V$5 _V5 V"5  X5 . En particulier (comme V$5 _V5 V"5 est l ’union disjointe de
deux copies de V"5) ?5 admet une section. Montrons ensuite que ?5 est
propre et lisse et que ses fibres sont des courbes ge ome triquement connexes
de genre #.
En premier lieu, le morphisme \5 qui s’e crit localement
Spec A[X ](X2&a)  Spec A
est clairement fini et plat. En conse quence ?5 est propre et plat et il suffit
de tester la lissite dans les fibres (voir par exemple [NM, 2.48]). On fixe
donc Q # V"5 et on note provisoirement k=k(Q). On effectue le changement
de base k  V"5 et on a
\5
V $5_V5 k ww (X5)Q ww V $5_B5 k k
V $5_V5 V"5 X5 V $5_B5 V"5 ww V"5.
Dans cette situation C =V$5_B5 k est une courbe connexe, propre et lisse
sur k de genre #2 et V$5_V5 k  C correspond a deux points rationnels P 1
et P 2 de C . Le reve^tement (X5)Q de C est Spec(OC  (L5)Q) et (L5) 2Q est
300 GAE L RE MOND
isomorphe au faisceau d’ide aux de P 1 _ P 2 . Ainsi ce reve^tement est e tale en
dehors de P 1 et P 2 . Au voisinage de P i on peut l ’e crire
Spec A[X](X2&a)  Spec A
avec a # A, Aa&k et 01Ak libre de rang 1 sur A. Comme on a la suite
exacte
aa2  01Ak A Aa  0
1
(Aa)k  0
||
0
on peut supposer, quitte a restreindre notre mode le local, que da est une
base de 01Ak . On conside re alors la suite exacte
(X2&a)(X2&a)2  01A[X]k A[X] A[X](X
2&a)  01(A[X]X2&a)k  0.
Comme 01A[X]k=A[X] dX (0
1
Ak A A[X]) l ’image de la premie re
fle che, engendre e par 2X dX&da, est un facteur direct de 01A[X]k A[X]
A[X](X2&a) et donc la suite reste exacte avec un 0 a gauche et est alors
scinde e. Ceci donne que (X5)Q est lisse sur k. Comme
A[X](X 2&a)A Aa& (Aa)[X]X2
l ’image re ciproque de P i est un unique point rationnel de (X5)Q (ceci
prouve que (X5)Q est connexe) et le reve^tement (X5)Q  C est ramifie exac-
tement en P 1 et P 2 avec indice de ramification 2 a chaque fois. Comme
car k{2 la formule de Hurwitz donne le genre puisque
2#&2=2 \2 } #2&2++(2&1)+(2&1).
Il reste a passer au corps L. Si l ’on re capitule les extensions de la base,
B5  B est un reve^tement e tale connexe de degre au plus
2$ } 22g } 2 } 2# } 2#=210g&3+$.
Ainsi, si l ’on note K5 le corps de fonctions de B5 , il apparai^t que B5
s’identifie avec l ’ouvert de Spec OK5 correspondant aux places qui ne sont
pas au-dessus de S et K5 est une extension de K de degre au plus 210g&3+$
non ramifie e en dehors de S. Alors par de finition K5 /L et, en e tendant
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une dernie re fois tous nos objets a l ’ouvert de Spec OL au-dessus de B, on
obtient les re sultats de l ’e nonce (qui sont exprime s sur la fibre ge ne rique).
Le seul fait que l ’on a pas e tabli explicitement est que la fibration est non-
isotriviale: cela se de duit du fait que notre construction reprend celle de
[MD]. K
4. HAUTEURS THE TA
(a) Re sultat de BostDavid
Dans [BD] Bost et David de finissent une hauteur the^ta des varie te s
abe liennes principalement polarise es et la comparent avec la hauteur de
Faltings stable.
Soit A une varie te abe lienne de dimension g sur un corps de nombres K
munie d ’une polarisation principale de finie par un faisceau inversible ample
syme trique L sur A. Pour chaque entier positif pair r, je note hr3(A, L) le
nombre re el de fini dans [BD] au moyen du plongement the^ta (voir aussi
paragraphe suivant). Ce nombre ne de pend en fait que de la classe
d’isomorphisme de la varie te abe lienne principalement polarise e A_K Q .
Lorsque C est une courbe lisse, je noterai aussi hr3(C )=h
r
3(J, L) si J est
la jacobienne de C et si L de finit la polarisation ‘‘the^ta’’ de J (pour poser
cette de finition il faut e ventuellement faire une extension du corps de base
rendant L syme trique; toutefois, lorsque nous l ’utiliserons plus bas, nous
aurons de ja un faisceau syme trique).
On note Fg le domaine fondamental du demi-espace de Siegel de dimen-
sion g et hFal la hauteur de Faltings stable des varie te s abe liennes sur les
corps de nombres. Le re sultat (annonce dans [Bos, 2.3.3]) est alors la
Proposition 4.1 [BD]. Soit A une varie te abe lienne de dimension g sur
un corps de nombres K munie d ’une polarisation principale de finie par un
faisceau inversible L ample syme trique sur A. Pour tout plongement
_ : K/C notons {_ # Fg tel qu’il existe un isomorphisme de varie te s abe liennes
principalement polarise es
A_(C)&C g(Z g+{_ Z g).
Alors pour tout entier positif pair r on a:
m(r, g)hr3(A, L)&
1
2
hFal(A)&
1
4[k : Q]
:
_ : K Y C
log det Im {_M(r, g)
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avec comme constantes effectives
M(r, g)=
g
4
log(4?)+ g log r+
g
2
log \2+ 2314 2 g34+ et
m(r, g)=
g
4
log(4?)&
g
2
r2g log r.
(b) Construction en famille
Lorsque A  T est une famille de varie te s abe liennes, nous interpre tons
la hauteur the^ta des fibres comme une hauteur sur la base.
Proposition 4.2. Soient T un sche ma connexe de type fini sur un corps
de nombres K, f : A  T un sche ma abe lien de dimension relative # dont on
note e : T  A la section nulle et r un entier positif pair. On suppose que la
r-torsion de A est de finie sur T c’est-a -dire que A(T ) contient r2# e le ments
de r-torsion. Si L est un faisceau inversible syme trique sur A tel que
e*L&OT et, pour tout t # T, la fibre Lt de finit une polarisation principale de
At alors f*L est inversible et il existe r
2# sections globales de ( f
*
L)}&r
2
engendrant ce faisceau telles que, si l ’on note h la hauteur qu’elles de finissent
sur T, on a pour tout point ferme t de T
h(t)=r2hr3(At , Lt).
De monstration. Soit t # T. Comme Lt de finit une polarisation prin-
cipale, on a: 1(At , Lt)&k(t) et H1(At , Lt)=0 (voir par exemple [Mi,
13.3]). Puisque f est propre et plat (car lisse), l ’assertion 4 du lemme 2.1
nous assure que f
*
L est localement libre et, sa formation commutant au
changement de base k(t)  T, on en de duit que son rang est dimk(t)
1(At , Lt)=1. Ceci prouve que f*L est inversible. Nous allons a pre sent
construire des sections de ( f
*
L)}&r
2
.
Fixons une rigidification . : e*L&OT et, ainsi (par le lemme 2.4), un
isomorphisme j : [r]* L&L}r2 compatible a .. Ceci nous permet
d’e crire, si y : T  A est de r-torsion:
( y*L)}r2 &y*(L}r2)&y*([r]* L)& (ry)* L&e*L&OT .
Par ailleurs pour un tel y on obtient, en appliquant f
*
a la fle che struc-
turale L  y
*
y*L, un morphisme de faisceaux inversibles f
*
L  y*L.
En l ’e levant a la puissance (tensorielle) r2, on obtient gra^ce a
l’isomorphisme ci-dessus une fle che ( f
*
L)}r
2
 OT soit une section
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globale parfaitement de termine e sy # 1(T, ( f*L)
 &r2). Je pre tends que la
collection des sy lorsque y parcourt les r2# sections de r-torsion de f re pond
a la question.
Ve rifions-le d ’abord lorsque T=Spec K. Le re sultat e tant stable par
extension finie du corps de base on peut supposer que les points de
r2-torsion sont rationnels sur K. Soit * : [r2]* L&L}r4 l ’unique
isomorphisme compatible a la rigidification .. En particulier on a
*= j}r2 b [r]* j. Si a pre sent x est un point de r2-torsion, on ba^tit gra^ce a *
lx : (tx*L)}r
4
& tx*[r2]* L&[r2]* L&L}r
4
(car [r2] b tx=[r2]) c’est-a -dire lx=* b tx**&1 que l’on peut e crire sous la
forme
:x : (tx*LL}&1)}r
4
&OA .
On a ensuite, par le the ore me du carre (voir par exemple [Mi, 6.8]), un
isomorphisme
;x : (tx*LL}&1)}r
2
&OA .
L’isomorphisme ;}r2x diffe re de :x par la multiplication par un e le ment
ax # 1(A, OA)_&K_; quitte a faire de nouveau une extension finie de K
on peut supposer qu’il existe bx # 1(A, OA)_ tel que ax=b r
2
x (pour chaque
x). On peut alors modifier ;x par bx de fac on a obtenir
$x : (tx*LL}&1)}r
2
&OA
ve rifiant $}r2x =:x . Notons maintenant
ix : tx*L}r
2
&L}r
2
l ’isomorphisme correspondant a $x . On a encore lx=i}r
2
x . Par ailleurs, si
l ’on regarde la manie re dont on a construit :x , on a une relation de com-
patibilite qui se lit pour x et z de r2-torsion lx+z=lx b tx* lz . On a donc
aise ment
(ix+z)}r
2
=(ix b tx* iz)}r
2
qui prouve que ix+z et ix b tx* iz ne diffe rent que par multiplication par une
racine r2-e me de l ’unite dans 1(A, OA)_. La famille des ix forme un ‘‘bon
choix’’ au sens de [BD]. Si l ’on choisit 1/A(K ) un syste me de repre sen-
tants de la r2-torsion modulo la r-torsion et si s # 1(A, L)"[0] alors la
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hauteur des sections (e le ments d ’un K-espace vectoriel de dimension 1)
e*ix tx* j[r]* s pour x parcourant 1 est e gale a hr3(A, L) (voir [BD]). On
calcule maintenant
(e*ix tx* j[r]* s)}r
2
=((e*lx) b (e*ts* j}r
2
))(e*tx*[r]* s}r
2
)
=(e** b e*tx**&1 b (e*tx* j}r
2
))(x*[r]* s}r2)
=(e** b e*tx*[r]* j&1)((rx)* s}r
2
)
=e**((rx)* j&1((rx)* s}r2))
c’est-a -dire, a un isomorphisme pre s (inde pendant de x),
(e*ix tx* j[r]* s)}r
2
=sy(s}r
2
)
si y=rx et sy est vue comme ( f*L)
}r2  OSpec K . Comme s non nulle est
fixe e, la hauteur des sy(s}r
2
) est e gale a la hauteur cherche e des sy . Ce fait
donne le re sultat car, lorsque x parcourt 1, y=rx parcourt exactement la
r-torsion.
Le cas ou T est quelconque suit imme diatement car, sachant que la for-
mation de f
*
L commute au changement de base k(t)  T et avec le
corollaire 2.2, on a (sy)t=syt (et k(t) est un corps de nombres car T est de
type fini sur K ). K
Remarquons que la de monstration ci-dessus donne dans le cas
T=Spec K une de finition plus rapide du nombre h r3(A, L) (si l ’on ne
s’inte resse pas au plongement the^ta) sans faire intervenir de ‘‘bon choix’’
d’isomorphismes.
(c) Application a la construction de Kodaira
On se place de sormais dans le cadre du the ore me 3.1; en particulier on
fixe une section _=C"  X de ?. On applique les re sultats des lemmes 2.2
et 2.3 au morphisme ? avec la section _. On notera A=Pic0XC" , f : A  C"
le morphisme structural et e : C"  A sa section unite . Comme dans la
de monstration du the ore me 3.1 on notera avec un indice i les objets
(sche mas, faisceaux, morphismes...) obtenus par changement de base
Si  C".
On a donc, si N est le faisceau inversible de A de fini par le lemme 2.3,
la relation
[&1]* N& t*}N f *M
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ou M est un faisceau inversible sur C". D’apre s le corollaire 2.1, il existe un
reve^tement e tale connexe S1  C" de degre au plus 22# de telle sorte que
}1=2|1 dans A1(S1). On pose alors N$1=t*|1 N1 . On calcule:
[&1]* N$1 N$}&11 &t*&|1[&1]* N1  (t*|1N1)
}&1
&t*&|1(t*}1 N1  f 1*M1) (t*|1 N1)
}&1
& (t}1 b t&|1)* N1 f 1*M1  (t*|1 N1)
}&1
&f 1*M1
ou l ’on a utilise t|1 b [&1]=[&1] b t&|1 , f1 b t&|1= f1 et t}1 b t&|1=t|1 .
Cette formule prouve que f 1*M1 est antisyme trique. Par ailleurs il est
clairement syme trique car f1 b [&1]= f1 . Donc le carre de f 1*M1 est trivial
et, en appliquant e1* , on a: M}21 &OS1 . D’apre s le lemme 2.5 il existe un
reve^tement e tale connexe S2  S1 de degre au plus 2 tel que M2 &OS2 . Par
conse quent on a [&1]* N$2 &N$2 . Posons a pre sent L2=N$2 
( f 2*e2*N$2)}&1.
Enfin, par le corollaire 2.1, il existe un reve^tement e tale connexe S3  S2
de degre au plus r4#2 tel que toute la r-torsion est de finie sur S3 . Je pre tends
qu’a pre sent le sche ma abe lien A3 muni du faisceau inversible L3 ve rifie les
hypothe ses de la proposition 4.2. Et, en effet, L3 est syme trique car N$3
l ’est et, si l ’on le regarde dans les fibres, on trouve un translate de la fibre
de N3 qui est tout autant ample et de finit la me^me polarisation ‘‘the^ta’’ de
la jacobienne (voir [Mi, 12.13]). On obtient donc notre re sultat principal
(qu’il est possible de combiner avec la proposition 4.1 pour avoir un
re sultat en termes de hauteur de Faltings).
Proposition 4.3. Sous les hypothe ses du the ore me 3.1, pour tout entier
positif pair r, il existe
 un reve^tement e tale connexe C  C_K L de degre au plus 23#+2r4#
2
,
 une fibration non isotriviale X  C propre et lisse, dont les fibres
sont des courbes ge ome triquement inte gres de genre #,
 un morphisme fini . : C  Pr2#&1L
tels que pour tout point ferme Q de C la fibre XQ a bonne re duction en
dehors de l ’image re ciproque de S dans les places du corps re siduel k(Q) et
h(.(Q))=r2hr3(XQ).
De monstration. On note C =S3 et l ’on applique la proposition 4.2; il
reste seulement a montrer que . est fini ou encore, puisque sa source est
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une courbe propre, non constant. Or, si l ’on e tend les constantes a C, ce
morphisme . de crit les ‘‘Theta Null Werte’’
%m({, 0), m # \1r ZZ+
2g
au sens ou il envoie un point ferme Q sur le point projectif forme de ces
nombres pour le { # Fg correspondant a Jac(XQ) (voir [BD]). Les nota-
tions sont celles de [I] qui prouve (p. 172) que l ’application qui a { associe
ce point projectif est injective sur Fg . Par suite, si . e tait constant, les fibres
de f : A  C e tendu a C seraient toutes isomorphes (comme varie te s
abe liennes principalement polarise es). Par le the ore me de Torelli, il en irait
de me^me des fibres de X  C ce qui est incompatible avec la construction
de Kodaira (voir l ’argument de non-isotrivialite [MD, p. 264]). K
5. COMPARAISON DE HAUTEURS SUR UNE COURBE
(a) Hauteurs biprojectives
On cite dans ce paragraphe les re sultats de [R2] que nous allons utiliser.
Nous nous limitons au cas biprojectif c’est-a -dire concernant les sous-
sche mas ferme s de
PnK_P
m
K .
On peut de finir rapidement les hauteurs biprojectives d’un tel objet en s’ap-
puyant sur la the orie plus classique des hauteurs projectives telle qu’elle est
pre sente e par exemple dans [Ph. III] (on peut aussi, comme il a e te dit,
consulter [BGS]). En effet en conside rant deux entiers $1 et $2 on dispose
du plongement de SegreVeronese
PnK _P
m
KYPK
( n+$1$1 ) &1_PK
( n+$2$2 ) &1YPK
( n+$1$1 )(
n+$2
$2
)&1=PMK
(ou les Veronese sont remodele s voir [Ph. III, p. 347] ou [R2]). Ainsi un
sous-sche ma ferme V/PnK_P
m
K devient un sous-sche ma ferme de P
M
K
dont on conside re la hauteur hPKM (V ). On montre alors que ce nombre est
une fonction polynomiale de $1 , $2 homoge ne de degre dim V+1 de sorte
que l ’on peut e crire
hPKM (V )= :
:1+:2=dim V+1
\dim V+1:1 + h (:1 , :2)(V ) $:11 $:22
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ou h(:1, :2)(V) est par de finition la hauteur biprojective de V d’indice
(:1 , :2) (pour tout ceci voir [R2]).
Ces de finitions e tant pose es, un re sultat facile (qui de coule par exemple
de la proposition 1 de [Ph. III]) concerne les produits.
Lemme 5.1 [R2, Corollaire 2.1]. Soient V et W des sous-sche mas ferme s
inte gres de PnK et P
m
K respectivement. Les hauteurs biprojectives de
V_W/PnK _P
m
K sont nulles a l ’exception de
h(dim V+1, dim W )(V_W)=d(W ) h(V ),
h(dim V, dim W+1)(V_W)=d(V ) h(W ).
Ensuite nous aurons a appliquer le re sultat principal de [R2] concer-
nant les hauteurs d’une intersection (qui est l ’analogue de la proposition 4
de [Ph. III] dans le cas projectif).
The ore me 5.1 [R2, The ore me 3.1 et Corollaire 3.1]. Soient V un
sous-sche ma ferme inte gre et Z une hypersurface de PnK_P
m
K . On suppose
V/3 Z. On note P le polyno^me bihomoge ne de K[X0 , ..., Xn , Y0 , ..., Ym]
associe a Z et ($1 , $2) son bidegre . Pour :1+:2=dim V on a
h(:1 , :2)(V .Z)$1h (:1+1, :2)(V )+$2h (:1 , :2+1)(V )+d(:1 , :2)(V ) hm(P).
La hauteur modifie e de
P= :
#0+ } } } +#m=$2
;0+ } } } +;n=$1
p;, #X ;00 } } } X
;n
n Y
#0
0 } } } Y
#m
m
est donne e par
hm(P)= :
v finie
[Kv :Qv]
[K :Q]
log max
;, #
| p;, # | v+ :
v infinie
[Kv :Qv]
[K :Q]
log &P&v, 2
ou
&P&v, 2=:
;, #
;0 ! } } } ;n ! #0 ! } } } #m !
$1 ! $2 !
| p;, # | 2v .
(b) Comparaison entre deux hauteurs
On conside re une courbe C  K connexe munie de deux morphismes
finis . : C  PnK et  : C  P
m
K . On peut alors donner dans ce cadre une
comparaison explicite des hauteurs de finies par . et  sur C en s’appuyant
sur des hauteurs biprojectives.
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Proposition 5.2. Pour tout point ferme P de C on a
h((P))(deg ) d((C)) h(.(P))+h(1, 1)(V)
ou d((C)) est le degre de l ’image ferme e de  et V l ’image ferme e de
C w2 C_C www._ PnK_P
m
K (2 est l ’immersion diagonale).
De monstration. L’e nonce e tant stable par changement du corps de base,
on peut supposer P rationnel sur K. Notons alors (x0 , ..., xn) des coordonne es
projectives de .(P) # PnK(K). Pour 0i< jn on note Qi, j=x iXj&xjXi #
K[X0 , ..., Xn] et Hi, j=V(Qi, j) le sous-sche ma ferme (hyperplan) de PnK
correspondant. Comme on a clairement i< j Hi, j=[.(P)] il existe i0 et j0
tels que .(C )/3 Hi0 , j0 (en effet .(C ){[.(P)] car . est un morphisme
fini). Nous notons ensuite H=Hi0 , j0_P
m
K le sous-sche ma ferme de
PnK _P
m
K de fini par Q=Q i0 , j0 lorsque ce dernier est vu comme polyno^me
bihomoge ne de bidegre (1, 0) de K[X0 , ..., Xn , Y0 , ..., Ym]. L’hypothe se
.(C )/3 Hi0 , j0 implique V/3 H et l ’on peut donc conside rer l ’intersection
V.H: on a ainsi par le the ore me 5.1 la majoration
h(0, 1)(V .H )1.h(1, 1)(V )+0.h(0, 2)(V)+d(0, 1)(V ) hm(Q).
En premier lieu on e crit hm(Q)h(.(P)) car pour une place infinie v
&Q&v, 2=- |xi0 |
2
v+|xj0 |
2
v  :
n
i=0
|x i | 2v
(et pour une place finie max[ |xi0 | v , |x j0 | v]max
n
i=0 |x i | v). Ainsi on a
h(0, 1)(V .H )h(1, 1)(V )+d(0, 1)(V ) h(.(P)).
Comme V .H est une somme de points avec multiplicite s (positives) et que
l ’image P$ de P dans V fait partie de ces points par construction de H, on a
h(0, 1)(P$)h(0, 1)(V .H ).
Si l ’on e crit alors le sous-sche ma ferme P$/PnK _P
m
K comme produit de
.(P)/PnK et (P)/P
m
K qui sont tous deux de degre 1 (points ration-
nels) on a par le lemme 5.1 h(0, 1)(P$)=h((P)). Enfin d(0, 1)(V )
(deg ) d((C )) car (C ) est la deuxie me projection de V et V  (C ) est
un morphisme fini de degre divisant deg  (il factorise C  (C )). On a
donc effectivement
h((P))(deg ) d((C )) h(.(P))+h(1, 1)(V )
qui est le re sultat. K
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(c) Application
Si l ’on applique la comparaison ci-dessus a une courbe C munie d’une
part d’une hauteur h1 provenant d’un plongement fixe et d ’autre part de
la hauteur construite plus haut, on peut de duire une majoration de h1
en termes de hauteur the^ta des fibres de la construction de Kodaira
associe e (ou, la encore, en termes de hauteur de Faltings si l ’on utilise la
proposition 4.1). On a donc en rassemblant le tout le
The ore me 5.3. Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de
places finies de K contenant les places divisibles par 2. Soit g2 un entier
et posons #=4g&2. Notons B l ’ouvert de Spec OK obtenu en retirant les
points correspondant aux places de S et $ la valuation 2-adique de l ’exposant
du groupe fini Pic(B). Soit L l ’extension finie de K engendre e par toutes les
extensions de K de degre au plus 210g&3+$ non ramifie es en dehors de S.
Alors pour toute courbe C  K propre, lisse, connexe, de genre g, ayant
bonne re duction en dehors de S et ayant un point rationnel sur K, munie d ’un
plongement  : C  PmK et tout entier positif pair r il existe
 un reve^tement e tale connexe : : C  C_K L de degre au plus
23#+2r4#2,
 une fibration non isotriviale X  C propre et lisse, dont les fibres
sont des courbes ge ome triquement inte gres de genre #,
 un morphisme fini . : C  Pr2#&1L
tels que pour tout point ferme Q de C la fibre XQ a bonne re duction en
dehors de l ’image re ciproque de S dans les places du corps re siduel k(Q) et
pour tout point ferme P de C
h((P))h(1, 1)(V)+23#+2r4#
2+2(deg ) d((C)) min
:(Q)=P
hr3(XQ)
ou V est l ’image ferme e de C w2 C _C www._L b : P r2#&1L _P
m
L .
De monstration. On applique la proposition pre ce dente a C munie des
deux morphismes finis . et L b :. Si :(Q)=P alors h((P))=h(L(:(Q)))
et paralle lement d((C ))=d(L(:(C ))) tandis que deg (L b :)=
(deg )(deg :)(deg )23#+2r4#2. K
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